
Формальные языки и 
грамматики



Цепочки символов

Цепочка символов – произвольная упорядоченная конечная 
последовательность символов, записанных один за другим

Обозначение: , , …

Символ – базовое понятие в теории формальных языков
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Цепочки символов

Две цепочки символов равны, если они имеют один и тот же состав 
символов, одно и то же их количество и одинаковый порядок следования 
символов в цепочке

Длина цепочки символов = количеству символов в ней (||)

Если  = , то || = ||
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Операции над цепочками символов
▪ Конкатенация – дописывание второй цепочки в конец первой

  ; () = ()
▪ Замена (подстановка) – замена одной из подцепочек цепочки символов на 

другую цепочку символов
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 =   = a,  = aba,  = cd  = aabacd

 = ab,  = cd  = abcd



Операции над цепочками символов
▪Обращение – запись символов цепочки в обратном порядке

()R = RR

▪Итерация – повторение цепочки n раз, где nN, n > 0 
n 1 =  2 =  3 =  
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 = abсd R = dcba



Пустая цепочка символов

Пустая цепочка символов – цепочка, не содержащая ни 
одного символа ()

|| = 0
 =  = 
R = 

n = ; n  0
0 = 
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Понятие языка

▪Алф авит – счётное множество допустимых символов языка (V)

▪Цепочка символов  является цепочкой над алф авитом V ((V)), 
если в неё входят только символы, принадлежащие V

V+ – множество всех цепочек над алфавитом V без 

V* – множество всех цепочек над алфавитом V, включая  : V* = V+ {}
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Понятие языка
▪ Язык L над алфавитом V (L(V)) – некоторое счётное подмножество цепочек 

конечной длины из множества всех цепочек над алфавитом V

L(V)  L(V), если   L(V):   L(V)
L(V) = L(V), если L(V)  L(V) и L(V)  L(V)
L(V)  L(V), если L(V)  {} = L(V)  

▪ Предложение – цепочка символов, принадлежащая заданному языку
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Грамматика

▪ Грамматика – описание способа построения предложений некоторого языка
▪ Правило – упорядоченная пара цепочек символов
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Правило
 

 порождает 

 ::= 

 по определению 
есть 



Формальное определение грамматики

G (VT, VN, P, S) :
▪ VT – множество терминальных символов (символы алфавита языка)
▪ VN – множество нетерминальных символов (слова, понятия, конструкции 

языка)
VN  VT = 

▪ P – множество правил вида  , где (VNVT)+, (VNVT)* 

▪ S – целевой (начальный) символ грамматики, SVN
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Эквивалентность грамматик

L(G) – язык, заданный грамматикой G
L(G) – язык, заданный грамматикой G

G = G, если L(G) = L(G)
G  G, если L(G)  L(G)
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Форма Бэкуса-Наура (БНФ) Backus-Naur Form (BNF)
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 1,  2, …,  n

<>  <1>|<2>|…|<n>

G ({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,}, {<целое число>,<целое без знака>,<цифра>}, P, 
<целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | +<целое без знака> | <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>
<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9



Расширенная форма Бэкуса-Наура (РБНФ)

▪ необязательные элементы заключаются в [ ]
▪ повторяющиеся элементы заключаются в { }
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<целое число>  [ + |  ] <целое без знака>

<целое без знака>  <цифра> { <цифра> }

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9



Синтаксические диаграммы Вирта
Предложены Н. Виртом для описания синтаксиса языка Pascal

Цифра:
Целое число:

Целое без знака:
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Классификация грамматик по Н. Хомскому

▪ Тип 0: Грамматики с ф разовой структурой
 , где V+, V*

Пример:
G({0, 1}, {A, S}, P, S)
P: 
S  0A1 
0A  00A1 
A  
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Классификация грамматик по Н. Хомскому
▪ Тип 1: Контекстно-зависимые (КЗ-грамматики)

1А2 12, где 1, 2 V*, АVN, V+

Неукорачивающие грамматики
 , где , V+, || ||

Пример: G({a, b, c}, {B, C, S}, P, S)
P:  S  aSBC

S  abC
CB  BC 
bB  bb
bC  bc
cB  bc
cC  cc
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Классификация грамматик по Н. Хомскому

▪ Тип 2: Контекстно-свободные (КС-грамматики)
А , где АVN, V+ (неукорачивающие)
А , где АVN, V* (укорачивающие)

Пример:
G({i, +, *, (, )}, {E, T, P}, P, E)
P:  E  E + T | T

T  T * P | P 
P  i | (E) 
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Классификация грамматик по Н. Хомскому

▪ Тип 3: Регулярные (Р-грамматики)
А  B или А  , где А, ВVN, VТ* (леволинейные)
А  В или А  , где А, ВVN, VТ* (праволинейные)

Пример:
G({0, 1}, {A, S}, P, S)
P:  S  0A

A  1A | 0A | 0 | 1
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Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?



Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?

Тип 0:  , где V+, V*



Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?

Тип 0:  , где V+, V*

Тип 1: 1А2 12, где 1, 2 V*, АVN, V+

 , где , V+, || ||



Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?

Тип 0:  , где V+, V*

Тип 1: 1А2 12, где 1, 2 V*, АVN, V+

 , где , V+, || ||

Тип 2: А , где АVN, V+



Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?

Тип 0:  , где V+, V*

Тип 1: 1А2 12, где 1, 2 V*, АVN, V+

 , где , V+, || ||

Тип 2: А , где АVN, V+

Тип 3: А  B или А  , где А, ВVN, VТ* 

А  В или А  , где А, ВVN, VТ* 



Пример
G ({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {<целое число>, <целое без знака> , <цифра>}, P, <целое число>)
Р:
<целое число>  <целое без знака> | + <целое без знака> |  <целое без знака>
<целое без знака>  <цифра> | <целое без знака><цифра>

<цифра>  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Тип грамматики?

Тип 0:  , где V+, V*

Тип 1: 1А2 12, где 1, 2 V*, АVN, V+

 , где , V+, || ||

Тип 2: А , где АVN, V+

Тип 3: А  B или А  , где А, ВVN, VТ* 

А  В или А  , где А, ВVN, VТ* 



Классификация языков

Языки классифицируются в соответствии с типами грамматик, с помощью 
которых они заданы

▪ Тип 0 : языки с фразовой структурой
▪ Тип 1 : контекстно-зависимые (КЗ) языки
▪ Тип 2 : контекстно-свободные (КС) языки
▪ Тип 3 : регулярные языки
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Классификация языков
Один и тот же язык может быть задан сколь угодно большим количеством 

грамматик, которые могут относиться к различным типам

Пример:
Язык L задан грамматиками G1, G2, относящимися к типу 1 (КЗ), 
грамматикой G3 (тип 2 (КС)) и грамматикой G4 (тип 3 (Р)). 
Тип языка – регулярный 
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Пример
➢ Задан язык L = {0n1m | n, m > 0}. 

Написать правила грамматик разных типов, задающих этот язык.
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Тип 3 (Р) Тип 2 (КС) Тип 1 (КЗ) Тип 0

S  0A
A  0A | 1B | 1
B  1B | 1 

S  AB
A  0A | 0
B  1B | 1 

S  AB
A  0A | 0
0A  00A
B  1B | 1 

S  0AB1
A  0A | 
0A  00A
B  1B | 

S  B1
B  B1 | A0 | 0
A  A0 | 0 

S  AB
A  A0 | 0
B  B1 | 1

S  AB
A  0A | 0
0A  00A
B  1B | 1 
1B  11B

S  0AB1
A  0A | 
0A  00A
B  1B | 
1B  11B



Пример
G ({a, b, c}, {S}, P, S)
Р:
S  aSa | bSb | c
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Какой язык порождает данная 
грамматика?

S  c
S  bSb  bcb
S  aSa  aca
S  aSa  aaSaa  aabSbaa  aabcbaa
S  bSb  baSab  baaSaab baacaab

L(G) = {cR |   {a, b}*}, где R – обращение цепочки 



Цепочки вывода
➢Вывод – процесс порождения предложения языка на основе правил определяющей язык 

грамматики
➢Цепочка  = 12 называется непосредственно выводимой из цепочки  = 12, если в 

грамматике существует правило 
 

 

➢Цепочка  называется выводимой из цепочки  (* ), если выполняется одно из 
условий:
•  

• *  и   

 1  …  i  …  n   цепочка вывода
➢ Если цепочка вывода из  в  содержит одну или более промежуточных цепочек, то 

нетривиально выводима из 
+ 
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Пример
G({i, +, *, (, )}, {E, T, P}, P, E)
P:  E  E + T | T

T  T * P | P 
P  i | (E)

1. E  E + T  T + T  P + T  i + T  i + T * P  i + P * P  i + i * P  i + i * i
2. E  E + T  E + T * P  E + T * i  E + P * i  E + i * i  T + i * i  P + i * i  i + i * i
3. E  E + T  E + T * P  T + T * P  T + T * i  P + T * i  P + P * i  i + P * i  i + i * i
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Сентенциальная форма
➢ Вывод называется законченным, если на основе цепочки, полученной в

результате этого вывода, нельзя больше сделать ни одного шага вывода

➢Цепочка, полученная в результате законченного вывода, называется конечной
цепочкой вывода

➢Цепочка символов   V* называется сентенциальной ф ормой грамматики
G(VT, VN, P, S), V = VTVN, если она выводима из целевого символа 
грамматики S: S * 

➢ Если цепочка   VТ* получена в результате законченного вывода, то она
называется конечной сентенциальной ф ормой
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Пример
G({0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, +, }, {S, T, F}, P, S)

P:  S  T | +T | T
T  F | TF 
F  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9

1. S T TF TFF FFF 4FF 47F 479
2. S  T  TF  T8  F8  18
3. T  TF  T0  TF0  T50  F50  350
4. TFT  TFFT  TFFF  FFFF  1FFF  1FF4  10F4  1004
5.   F  5
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Левосторонний и правосторонний выводы

➢Вывод называется левосторонним, если в нем на каждом шаге вывода
правило грамматики всегда применяется к крайнему левому нетерминальному
символу в цепочке

➢Вывод называется правосторонним, если в нем на каждом шаге вывода
правило грамматики всегда применяется к крайнему правому
нетерминальному символу в цепочке
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Дерево вывода
Деревом вывода грамматики G(VT, VN, P, S) называется дерево, которое соответствует
некоторой цепочке вывода и удовлетворяет следующим условиям:

✓ каждая вершина дерева обозначается символом грамматики А  (VTVN{});
✓ корнем дерева является вершина, обозначенная целевым символом грамматики;
✓ листьями дерева являются вершины, обозначенные терминальными символами

грамматики или символом ;
✓ каждая ветвь дерева соответствует правилу грамматики.
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Пример
E  E + T  T + T  P + T  i + T  i + T * P  i + P * P  i + i * P  i + i * i
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Цепочка до 
подстановки

Правило 
подстановки

Цепочка после 
подстановки

Дерево вывода

E

E E  E + T E + T

E + T E  T T + T

E

E

E + T

E

E + T

T



Цепочка до 
подстановки

Правило 
подстановки

Цепочка после 
подстановки

Дерево вывода

T + T T  P P + T

…

i + i * P P  i i + i * i

E

E + T

T

P

E

E + T

T

P

T * P

P i

i i
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Пример
E  E + E | E * E | i

i + i * i
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E

E * E

i + i i

E

E + E

i ii *



Однозначность
Грамматика называется однозначной, если для каждой цепочки символов языка, заданного 

этой грамматикой, существует единственное дерево вывода
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A  AA | 
A  AA | 
A A | A | 
A A | AA | 

где A  VN; , ,   (VN  VT)*



Регулярные множества
Все регулярные языки представляют собой регулярные множества

Регулярные множества – множества цепочек символов над заданным 
алфавитом, построенные определенным образом (с использованием операций 

объединения, конкатенации и итерации)
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Регулярные выражения

Регулярные выражения – еще один способ определения регулярных языков

0 – регулярное выражение, обозначающее 

 – регулярное выражение, обозначающее {}

a – регулярное выражение, обозначающее {a } a  V
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Регулярные операции

➢Объединение регулярных выражений E и F 
(E + F) – регулярное выражение, определяющее объединение языков L(E) и L(F)

➢Конкатенация регулярных выражений E и F 
(EF) – регулярное выражение, определяющее конкатенацию языков L(E) и L(F)

➢Итерация регулярного выражения E 
(E*) – регулярное выражение, определяющее итерацию языка L(E)
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Приоритеты регулярных операторов 

Оператор
итерация

конкатенация
объединение
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01* + 1 = (0(1*)) + 1

(01)* + 1

0(1* + 1)



Задания для самостоятельной работы

Опишите языки, определяемые следующими регулярными выражениями:

1) (1 + )(00*1)*0*
2) (0*1*)*000(0 + 1)*
3) (0 + 10)*1*
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Регулярные выражения

➢Два регулярных выражения,  и , равны ( = ), если они обозначают одно и 
то же множество

➢Каждое регулярное выражение обозначает одно и только одно регулярное 
множество

➢Для одного регулярного множества может существовать сколько угодно 
много регулярных выражений, обозначающих это множество

44



Свойства регулярных выражений
, ,  - регулярные выражения
1. * = * = +

2.  + * =  + * = *
3.  +  =  + 
4.  + ( + ) = ( + ) + 
5. ( + ) =  + 
6. ( + )  =  + 
7. () = ()
8.  +  = 
9.  + * = *
10.  + * = * +  = *
11. 0* = 
12. 0 = 0 = 0
13. 0 +  =  + 0 = 
14.  =  = 
15. (*)* = * 45



Регулярные выражения
➢Для любого регулярного языка, заданного регулярной грамматикой, можно получить 

регулярное выражение, определяющее этот же язык

Имеется регулярная грамматика G(VT, VN, P, S), необходимо найти регулярное выражение над 
алфавитом VT, определяющее язык L(G), заданный этой грамматикой.
1. На основе грамматики G строим систему уравнений с регулярными коэффициентами
2. Решаем полученную систему уравнений. Решение, полученное для целевого символа 

грамматики, представляет собой искомое регулярное выражение
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Система уравнений с регулярными коэффициентами

1. Обозначим нетерминальные символы следующим образом: 
VN = {X1, X2, …, Xn}. 
Все правила будут иметь вид: Xi  Xj или Xi  Xj, Xj  VN,   VT*

2. Построим систему уравнений с регулярными коэффициентами
X1 = 01 + X111 + X221 + … + Xnn1

X2 = 02 + X112 + X222 + … + Xnn2

…
Xn = 0n + X11n + X22n + … + Xnnn
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Система уравнений с регулярными коэффициентами

Коэффициенты 01, 02, …, 0n выбираются следующим образом: 
0i = (1 + 2 + … + m), если есть правила вида  Xi  1 | 2 | … | m
0i = , если таких правил нет

Коэффициенты j1, j2, …, jn выбираются следующим образом: 
ji = (1 + 2 + … + m), если есть правила вида  
Xi  Xj1 | Xj 2 | … | Xj m
ji = , если таких правил нет

3. Находим решение построенной системы уравнений
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X = X + β *βX = X + β β*



Пример
S  A⊥ | B⊥
A  a | Ba
B  b | Bb | Ab

49

S = X1

A = X2

B = X3

X1  X2⊥ | X3⊥

X2  a | X3a
X3  b | X3b | X2b



Пример (продолжение)
S  A⊥ | B⊥
A  a | Ba
B  b | Bb | Ab
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S = X1

A = X2

B = X3

X1  X2⊥ | X3⊥

X2  a | X3a
X3  b | X3b | X2b

X1  X2⊥ | X3⊥

X2  a | X3a
X3  b | X3b | X2b

X1  a⊥ | X3a⊥ | X3⊥

X2  a | X3a
X3  b | X3b | ab | X3ab



Пример (продолжение)
S  A⊥ | B⊥
A  a | Ba
B  b | Bb | Ab
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S = X1

A = X2

B = X3

X1 = X2⊥ | X3⊥

X2 = a | X3a
X3 = b | X3b | X2b

X1 = X2⊥ | X3⊥

X2 = a | X3a
X3 = b | X3b | X2b

X1 = a⊥ | X3a⊥ | X3⊥

X2 = a | X3a
X3 = b | X3b | ab | X3ab

X3 = b | X3b | ab | X3ab X3 = X3b | X3ab | ab | b

X3 = X3(b | ab) | (ab | b)



Пример (продолжение)
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X3 = X3(b | ab) | (ab | b) X = X + β β*

 β



Пример (продолжение)
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X3 = X3(b | ab) | (ab | b) X = X + β β*

 β

X3 = (ab | b)(b | ab)*

X1 = a⊥ | X3a⊥ | X3⊥

X2 = a | X3a
X3 = (ab | b)(b | ab)*

X1 = a⊥ | (ab | b)(b | ab)* a⊥ | (ab | b)(b | ab)*⊥
X2 = a | (ab | b)(b | ab)*a
X3 = (ab | b)(b | ab)*



Пример (продолжение)
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X1 = a⊥ | (ab | b)(b | ab)* a⊥ | (ab | b)(b | ab)*⊥
X2 = a | (ab | b)(b | ab)*a
X3 = (ab | b)(b | ab)*

S = a⊥ | (ab | b)(b | ab)* a⊥ | (ab | b)(b | ab)*⊥
A = a | (ab | b)(b | ab)*a
B = (ab | b)(b | ab)*

Решением системы уравнений является 
регулярное выражение, полученное для 

целевого символа грамматики



Пример (продолжение)
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X1 = a⊥ | (ab | b)(b | ab)* a⊥ | (ab | b)(b | ab)*⊥
X2 = a | (ab | b)(b | ab)*a
X3 = (ab | b)(b | ab)*

S = a⊥ | (ab | b)(b | ab)* a⊥ | (ab | b)(b | ab)*⊥
A = a | (ab | b)(b | ab)*a
B = (ab | b)(b | ab)*

Решением системы уравнений является 
регулярное выражение, полученное для 

целевого символа грамматики

L =
a⊥

(ab | b)(b | ab)∗ a⊥
(ab | b)(b | ab)∗⊥
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Курсовая работа
➢Задание - создание транслятора с некоторого входного языка на заданный 

выходной язык.

➢Формирование команд (не более 3 человек) для выполнения задания. 

➢Каждая команда разрабатывает свой входной язык программирования. В 
качестве выходного (результирующего) используется язык ассемблера.
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Требования к входному языку
➢Два простых типа данных

➢Один оператор цикла (вложенный)

➢Один оператор условного перехода (вложенный)

➢Ввод данных с клавиатуры (read)

➢Вывод данных на экран (write)
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Курсовая работа
Пояснительная записка должна содержать следующие разделы:

1. Введение (краткое изложение цели работы)
2. Учебное руководство по разработанному языку
3. Справочник по разработанному языку
4. Описание грамматики входного языка в одном из трех возможных видов: 

 форма Бэкуса-Haypa; 
 расширенная форма Бэкуса-Наура; 
 графическая форма.

5. Структура разработанного транслятора
6. Описание средств разработки
7. Проблемы, возникшие при разработке транслятора и способы их решения  
8. Примеры тестовых программ на входном языке и результирующих программ, 

сгенерированных транслятором 
9. Текст программы транслятора (в приложении)
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Курсовая работа
➢Учебное руководство по разработанному языку должно содержать примеры нескольких

программ, иллюстрирующих основные свойства и область применения разрабатываемого
языка.

Керниган Б., Ричи Д. Язык программирования Си. – 2-е изд. – М.: Вильямс, 2009. – 304 с. 
(1 глава)
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Курсовая работа
➢Справочник по языку должен содержать полное описание его лексической и

синтаксической структуры, включая полную грамматику языка
Керниган Б., Ричи Д. Язык программирования Си. – 2-е изд. – М.: Вильямс, 2009. – 304 с. 

(Приложение А)
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Курсовая работа
➢Транслятор должен запускаться из командной строки с несколькими входными 

параметрами. Первым и главным входным параметром должно быть имя файла программы 
на входном языке, вторым параметром может быть имя результирующего файла. 
Требования к остальным параметрам командной строки и управляющим ключам (если они 
необходимы) устанавливаются самостоятельно. Командная строка должна быть 
достаточной для функционирования транслятора. Помимо интерфейса командной строки 
возможно наличие дополнительного интерактивного интерфейса пользователя у 
транслятора (в том числе и графического) по усмотрению исполнителя работы.

➢Описание входного языка разрабатывается исполнителем самостоятельно. Входная 
программа может быть разбита на строки произвольным образом, все пробелы и переводы 
строки должны игнорироваться транслятором. Текст входной программы может содержать 
комментарии любой длины, которые должны игнорироваться транслятором (вид 
комментария задается исполнителем).
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Курсовая работа

➢В качестве выходного (результирующего) используется язык ассемблера.

➢В случае если на вход транслятора подается входная программа, содержащая лексические, 
синтаксические или семантические ошибки, транслятор должен корректно завершать свое 
выполнение и выдавать сообщение о найденной ошибке во входной программе с указанием 
строки, в которой найдена ошибка. По возможности транслятор должен указывать тип 
найденной ошибки. Транслятор должен указать несколько ошибок во входной программе, 
если они были им обнаружены.
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Курсовая работа
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Результатами выполнения курсовой работы являются программная реализация 
транслятора и пояснительная записка, оформленная в соответствии с 

требованиями и заданием на работу. 


